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Summary 
The title of this thesis, Polyl~crlral cln~stering, is twofold. Or1 the ollct band 
it refers to the polyhedral approacll to chlsterilrg prok~lems, arld 012 the ot.lrer 
l~arici it, refers 1.0 a cluster of related ptslyheclra. Both twpects arc t,reated in 
this tlresis. 
The polyhedral approach is applied to two dikferelrt clustttring p~.nble~ns.  First, 
tlie clique partiCioning problem is co~rsidcred, whidl call be forinmla~crl as fhl- 
lows. Giver1 is a graph G = (V! E )  wllh wights, both positive asrid rieg~livc, 
for all edges of tho graph. Find a partition of M, sucll (,hat cacll element of t h ~  
parlition induces a clique ill G and tlie sum of the weiglrls on t,he edges witdliin 
the elemelrts of the partition is maximized. The  clique parritjlonilig polytope 
PIG) is the convex hull of all edge sels of clique partitions of Cr7. This gives a11 
implicit dcseription of this polytope. Polyheclral combinaborics is tlre art of 
finding an explicit description. Several tcr:ltniqmes fimn this l,ram~dl of rn;atEr- 
ernatics are used to reveal tllc sl.ructure of t.he cliqi~c p a r t ~ L i ~ i i g  polylogre, 
srlch as establishing ties wit11 vllicr ~soilyht?dra wlioxe sl.ruct,~nro is alrr-ntly (l,;w- 
lially) knowml, identifying new cli~vs.;sex of f&r:elh, gclncraliziiag inrtlividr~itl I';~crl,s 
to classes. arrd liftirug facets of the clique partjl,i~liillg l~olyl,r)pe a d  ~ ~ ~ P r g ~ ' a , i ) l l ~  !I) 
facets of tEre poZyt,opc corresporrding to lire originid g1"i~pli. N ~ x t  1.0 lali~:st% 11~11- 
rr-iqves patcl~ing is used, a lrew lec3ilrricluc: for coalslralcking facc.1.~ frolll k~c:c.ls. 
Patching combines tllc strurturc? of a nlumber of lbct!ls trt olrlnial t~ uciw farilt. 
Orre c:ouYd say that the k~aown strlrctrirp of a polylredrorl i s  ilsctl t,o reveal jjarl, 
of tllc unknown slruclurc. Another aspect of the cllqur. pa.rlil,ioni~~p, lrrol~lvmn 
tErat i s  considered is separation, that is: givc~rr a graph G = ('Z/, E )  and a poilit. 
z E 10, 1jEI, find a hyperplane iu RdEl separatiug P(G)  aid . L ,  or provc thail 
no such hypt>rplane exists. For solme classes of facets tlur: sepa,r.alion prol~lcir~ 
is NP-hard, whereas far other classes  he separation p~oblrr -~i  is ~)oIyl~o~~lially 
solwablc. 
The ~econd clustering problem colnsldered in this thesis is tbe graph decomposi- 
tion pmblem, which can be formulated as fallows. Given is a graph G = (V. i:) 
and an integer c > 1. Find a subset S V of minimal size, such that the 
graph obtained from G by deleting all vertices in S and all edges incident to S 
has no component containing more than c vcriices. For e = 1 this problem is 
equivalent to findi~rg a rnaxirnal set of independent vertices in G, and Llierefore 
thc graph decornpositiorl problem is NP-hard in gcneral. The structure of the 
corresponding polytope P(G, c )  is revealed with help of the same techniques as 
used for the clique partitioning polytope, in particular lifting anid establishing 
ties: with olher polyhedra. Furthermore, it is examirled how useful tlre krnown 
structure of lhis polytope is to solve instances of this clusltering problem. 
The second aspect of polyhedral clustering, namely clusters of related polyhe- 
dra, iw the subject of research in the fir& and the la51 chapter of this thesis. 
The clialile partitioning polytope belongs to a farnilly of polytredra, which also 
contsinv tlre clique polytope, the (mu1ti)cut polytope, and the bipartite sub- 
graph polytope. A rnove extended overview of this family of polyhedra is 
given in Figure 1.3. Anotller cluster is forrmed by the set of (0 ,  1)-polylaedra 
for which patching is a usefull technique to investigate the structure. Different 
variatlo~zs of palching for these kinds of polytopes are described in the last 
chapter. 
Samenvat t ing 
De titel van dit proefschrift, Polyhedrale clustering, is tweeledig. Eiierz$ds 
verwijst zij naar de pollyhedrale benadering van clu~te~ingwproblemen, ander- 
zijds verwijst zij naar een clusiles van gerelateerde polyl-iedra. Beide apecl,cil 
komen in dit proefschrift aan bod. 
De polyhedrale benadering wordt toegepast op twee verscT.~ille~~de clizsler- 
ingsproblemeri. Als eersite wordt liet, kliek-partitie pro43Beeirr 'wcscl-rouwd, dat 
als volgt geformuleerd kan worden. Gegeven. is een graaf G - (Vl E) Enei 
gewicbcn, zowel positief als mlegaticf, voor alle kamiten. Gevraagd wordt een 
partitie van V zodanig dat elk element van de parW,itie een kliek dn G iiidurceert, 
ei1 de som van dc gewicliten op de kariten bilinen de clementen van de partitie 
maximaal is. Het kliek-partitie polytoop P(G)  is dc convex ornhulle~rde van 
alle kanten-verzamelingen van kliek-partities van G. Dit geeft een impliciete 
Irrescfrrijving var1 dit polytoop. Polyhedrale cnmbiniatoriek is de kiirrst van het, 
windemr van een expliciete besclirijvii~g. Er worclen diverse ttx:h~liekcn uil aleze 
tak van de wiskunde gebruikl 0111 dc sitriicteiur vaii liet. kliek- sart ti tic polyboop 
I~lsrot e lcggern, zoals liet leggen van werbenderr niet amndere poJy11cdi.a WiltAi.vari 
de st.ructuur al (gedeeltelijk) bekend is, het ide~zl,ificerei~ van nieuwe klasse11 
var1 facetten, het generaliseren van indivliclucde facetteii tul, zritgelnrcide klassen, 
en het liften van facetten van het kliek-partitie polytoop van cleelgraferi tot 
facetilen vaai ficit polytaop dat correspondeert rimiel de oorsp~~o~ikelijkc graaf. 
Daarriaast wordt cr gebruikt, gemaakt, van patching, een lilieuwe teehriick voor 
het construereil van facet ten. Bij patching wordt cle structuur va11 meerdere 
facetten gecombineerd 'tot een nieuw facet. Merr zou kilratien zeggen dat dc 
bekende structuzir wan een polyhedson gebruikt word1 om een dcc1 V~SD CIC 
onbekei-ide structuur bloot te leggen. Een ander aspect van heil, klick-part,itic 
probleem dat belicht wordt is separatie, dal wil zeggen: gegeveri ieen graaf 
G = (V, E) en een punt s E [O, 1 j ~ ~ 1 ,  vind een Iiypervlak iri I I & R E  die P(G)  ein 
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.c gcparecr.t, of l ~ c w i j i ~  cdat zo'n hypervlak niet bestaat. Voor soanrnige klassen. 
varr fr~cctt,eir is het separatieprobleem NP-l&stlg. terwijl het voor andere klassen 
pc~lyrrc~iriiaal icylosl~aar is. 
Het tweecle cl1isterirrg~prob1(:em dal in dit proebschrift beschouwd wordt is hct 
graaf-dccompositie probleein, dat als volgt gehrniuleerd kan wordeau. Gegeven 
is een graaf G -: (V, E) emi een geheel getal c > 1, gevraagd wordt een deelverza- 
riic2ling S s V van miziimale grootte, zodanig dat de graaf die uit C= ontstaat 
door alle p~inrteri uit S en alle h r ~ t c n  iricidciit iriet S te verwijderen geen com- 
ponentcii heeft clic nieer dan c plintcri bevatten. Voor c = 1 is dit probleein 
equiwalerit rnct het vinclcn van een maximale onaflmirkelijke verzarrieling pun- 
ten in G, er1 liijgovolg is het graaf-decolrilpositie probleern Eli het algemeen 
NP-last.ig. De structuur van liet bijbelzorende polydoop P(G,  c) wordt bloot 
gellegcl mrict behulp van dczclilcllc technieken clie zijn gebruikt. voor het kliek- 
partil,ie polyt,oeiy, met naintt liftin- en het leggen valx verbanden rriet aaidere 
polylrcdca. Daarnaast wordt. iragcgaarz hoe bruikbaar de bekeiide structliur 
van dit polytoop is om instanties vali dil clusteringsprobleern op te lossen. 
Het tweede aspect vaii polylmiedralc claustering, rilunielijk vcrzarnclisigen m11 
gerela(,ecrde polyhedrn, komt aam1 bod In I-rct eeistc en hct lmtsle hoofd- 
stiik vair dit proefschrift. Het kliek-partitie polytoop belioorll tol een fami- 
Iie var1 polyhedra, wi~art~oe ook Iret klickpolytoup, het (rrieervoudige) snedcii- 
polyl,oop, en Ilct bipartiet,e deelgraaf polytoop behoren. Een uitgchreider 
overaie:ht van deze farriilie var1 polyhedra is gegeven in Figuur 1.3. Ecil an- 
tier cluster wortlt gevormd cloor de verï,ameling van {O, 1)-poly topen waarvoor 
pail,c:liitip, C C ~  p,~~:ll"ite tcclliiick is orri de s[ ìmctriiir te oiidcrzoc*kcii. Verschil- 
Iiimrclc: vniiankcïr van pzllching voor t l c ~ c 1  polytopeir worden besehrevcii in1 IirL 
Iat~(.s to Eioc~Fcilsl;~ik. 
